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摘要：为了研制面向精密工程的微动角位移机构，采用旋量代数分析了３ＨＳＥ和３ＨＳＶＲ三螺旋角位移机构的自由度

和约束模式。分析表明，基于“不共线三点确定一个平面”设计的角位移机构存在欠约束和欠确定运动问题，由此导致机

构的位姿和运动具有不确定性。因此，提出了双螺旋式精确约束二自由度角位移机构。这种机构在自然状态下采用六

点约束，具有确定位姿；在输入状态下自由度数等于输入数，具有确定运动。采用矢量运动变换方法证明了机构在不同输

入模式下的姿态调整原理并利用机构运动几何关系分析了机构灵敏度，结果表明，该角位移机构灵敏度优于０．８３μｒａｄ。这

种角位移机构仅采用两个螺旋支链，结构简单、位姿和运动确定、稳定性高，可用于两个自由度的姿态调整。
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１　引　言

　　角位移机构是精密工程领域应用广泛的一种

姿态调整装置，如光学反射镜架及经纬仪、水准仪

的安平底盘等［１５］。就角位移机构而言，除需具有

调姿的功能外，它还是仪器的基础部件，因此，机

构应为运动学确定结构，即在自然状态下具有确

定的位姿，在输入状态下具有确定的运动［６］。然

而，目前基于“不共线三点确定一个平面”设计的

角位移机构（如三螺旋式角位移机构）处于欠约束

和欠确定运动状态，由此导致机构的位姿和运动

具有不确定性，这对机构的稳定性、控制和工作均

会带来不利影响。因此，设计一种约束正确且运

动确定的角位移机构是一件具有实际价值和科学

意义的工作。

精确约束设计又称为运动学设计，是精密工

程师最重要的设计思想之一［７８］。与机构运动学

中关注位置正解、位置反解、速度及加速度分析等

不同，精确约束设计研究的是机构自由度、约束模

式及其运动学性能问题。它注重以理论最少的点

接触来约束构件的运动，并使运动副中构件接触

点的数目与所需约束点数相等［９１０］。遵循这一原

则设计的结构具有运动确定、重复精度高和元件

变形小的优点，并在精密仪器及测量领域具有广

泛应用，如运动学轴系、运动学联接及精密定位平

台等［１１１３］。

本文从精确约束的角度研究了角位移机构的

设计问题，旨在解决三螺旋式角位移机构位姿及

运动不确定问题。设计了面向精密工程的微动角

位移机构，并对机构构型、调姿原理、灵敏度、自由

度与约束模式等角位移机构设计的基本问题进行

了阐述。

２　常用角位移机构约束分析

　　图１和图２是两种典型的三螺旋式角位移机

构。从机构学的观点看，三螺旋式角位移机构属

于结构对称的空间并联机构，主要包括动平台、底

座及３个螺旋运动链。运动链中的螺旋副能够自

锁从而使机构自动保持在相应姿态。但由于螺旋

副的自锁减少了运动链终端的自由度，导致机构

输出终端的约束模式和自由度发生变化，这使机

构表现出不同的运动特点和性能。

图１　３ＨＳＥ角位移机构

Ｆｉｇ．１　３ＨＳＥａｎｇｌｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｍｅｃｈａｎｉｓｍ

图２　３ＨＳＶＲ角位移机构

Ｆｉｇ．２　３ＨＳＶＲａｎｇｌｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｍｅｃｈａｎｉｓｍ
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　　精确约束设计的核心是机械结构约束模式和

自由度分析，为此首先进行运动链约束分析。设

运动链具有狀个相对自由度，第犻个相对自由度

的虚位移

犜犻＝δφ犻犜０犻， （１）

式中：δφ犻表示第犻个广义角位移大小；犜０犻表示第

犻个相对自由度的单位运动旋量。以坐标形式表

示

犜０犻＝［犪犻，犫犻，犮犻，犱犻，犲犻，犳犻］
Ｔ． （２）

设运动链提供的约束旋量［１４１５］

犠＝犳犠０＝犳［犮１，犮２，…，犮６］
Ｔ， （３）

式中：犳为约束旋量的大小；犠０ 为单位约束旋量。

约束旋量犠 在第犻个相对自由度的虚位移

犜犻 上所做的虚功为０，采用互易旋量可表示

为［１４１６］

犜犻·犠＝犳δφ犻犜
Ｔ
０犻犈犠０＝０． （４）

运动链的狀个相对自由度与约束的关系为

［犜０１，犜０２，…，犜０狀］
Ｔ犈犠０＝０， （５）

定义自由度矩阵

犇＝［犜０１，犜０２，…，犜０狀］， （６）

则

犇Ｔ犈犠０＝０． （７）

在已知运动链自由度矩阵犇的情况下，即可

求得运动链约束矩阵犠０。同理，在已知约束矩阵

犠０ 的情况下，即可求得机构的自由度矩阵犇。

２．１　３犎犛犈角位移机构约束分析

如图１所示坐标系，在自然状态下，机构各运

动支链上均无输入。此时，机构输出终端与底座

之间通过球平面副形成３个点接触约束。根据六

点定位原理可知，机构具有３个自由度，分别为绕

犣轴的转动和沿犡 轴和犢 轴的平动。

在单输入下，设犎１犛１犈１ 为输入运动链，其自

由度矩阵

犇＝

１ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ １

０ ０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ １ ０

０ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅犺

．

其中：犺是螺旋运动的节距。

根据式（７），输入支链犎１犛１犈１ 的约束矩阵

犠０＝０．

这表明犎１犛１犈１在输入状态下为零终端约束

运动链。根据六点定位原理可知，机构输出终端

具有４个自由度，分别是沿犡轴和犢 轴的平动自

由度以及绕犣 轴和绕两球心连线犛２犛３ 的转动自

由度。

２．２　３犎犛犞犚角位移机构自由度和约束分析

如图２所示坐标系，在自然状态下，运动链

犎１犛１犚１ 的自由度矩阵

犇＝

１ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ １

０ ０ ０ ｃｏｓα ｓｉｎα

０ ０ ０ ｓｉｎα －ｃｏｓα

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０

，

其中：α是犞 型槽槽向与犡 轴正向的夹角。

根据式（７），可得犎１犛１犚１ 的约束矩阵

犠０＝［０，０，１，０，０，０］
Ｔ．

犠０ 是一个纯力旋量，这表明运动链 犎１犚１犛１

提供一个点接触约束。由六点定位原理，在自然

状态下，３ＨＳＶＲ调平机构输出终端具有３个自

由度，分别为绕犣轴的转动自由度，沿犡 轴和犢

轴的平动自由度。

在单输入下，运动链犎１犛１犚１ 的自由度矩阵

犇＝

１ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ １

０ ０ ０ ｃｏｓα ｓｉｎα ０

０ ０ ０ ｓｉｎα －ｃｏｓα ０

０ ０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅犺

．

其中：犺是螺旋运动的节距；α是Ｖ型槽槽向与犡

轴正向的夹角。

根据式（７），可得运动链犎１犛１犚１ 的约束矩阵

犠０＝０

这表明在单输入状态下运动链犎１犛１犚１ 属于

零终端运动链。根据六点定位原理可知，机构在

单输入下具有４个自由度，分别为沿犡 轴、沿犢

轴的平动自由度、绕犣轴及绕犛２犛３ 轴的转动自

由度。

２．３　３犎犛犈和３犎犛犞犚角位移机构运动学性能

综上所述，３ＨＳＥ和３ＨＳＶＲ两种角位移机
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构在自然状态下具有３个自由度，机构处于欠约

束状态，在外界的扰动下易于发生相对运动，从而

对机构的稳定性带来不利影响；在单输入下机构

具有４个自由度，机构输入数小于自由度数，机构

处于欠确定运动状态。在调姿过程中，机构输出

终端有可能发生绕竖直方向的转动或平面上的平

动，从而给机构的工作及控制带来不确定因素。

３　精确约束二自由度微动角位移机

构的设计

３．１　角位移机构结构设计

基于上述分析，提出了双螺旋精确约束角位

移机构。机构简图如图３所示。

球头支杆及两螺旋运动链的球头分别与动平

台上的锥孔、Ｖ型槽及平面台构成球锥孔运动副

犛３犆３、球Ｖ型槽运动副犛２犞２ 及球平面副犛１犈１。

这种约束模式保证了机构在自然状态下具有确定

的位姿，在输入状态下具有确定运动，由此解决了

传统角位移机构的欠约束和欠确定运动问题。

图３　双螺旋精确约束角位移机构简图

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍｅｏｆａｎｅｘａｃｔｃｏｎｓｔｒａｉｎｔａｎｇｌｅｄｉｓｐｌａｃｅ

ｍｅｎｔｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｉｔｈｄｏｕｂｌｅｓｃｒｅｗｓ

　　在结构上，机构主要由动平台、微驱动组件、

球头支杆及底座４部分组成。各零部件安装位置

及关系如图４所示。微驱动组件与球头支杆呈直

角结构配置，机构正交。在电机的驱动下，微驱动

组件的球头终端做直线运动顶起动平台使其分别

绕两正交轴转动实现调姿。

　　动平台上设置有锥孔，Ｖ型槽及平面台，且呈

直角配置。如图５所示。

图４　双螺旋精确约束角位移机构结构图

Ｆｉｇ．４　Ａｓｓｅｍｂｌｙｏｆａｎｅｘａｃｔｃｏｎｓｔｒａｉｎｔａｎｇｌｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｉｔｈｄｏｕｂｌｅｓｃｒｅｗｓ

　　微驱动组件如图６所示，在电机的驱动下其

球头终端做直线运动。蜗轮蜗杆机构可以实现自

锁，可使动平台保持在相应姿态。球头支杆用来

提供动平台的运动支点。

该角位移机构呈平台式结构，有效利用了机

构的横向空间，布局紧凑，结构清晰，其精确约束
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图５　动平台

Ｆｉｇ．５　Ｍｏｔｉｏｎｐｌａｔｆｏｒｍ

图６　微驱动组件

Ｆｉｇ．６　Ｍｉｃｒｏｄｒｉｖｉｎｇｍｏｄｕｌｅ

模式保证了动平台的确定运动。

３．２　自由度和约束分析

由于螺旋副的自锁，在不同输入状态下角位

移机构的自由度和约束模式均发生变化。因此，

这里分别研究机构在自然放置状态、单输入和双

输入下的自由度和约束状态。

在自然放置状态下，机构输出终端与底座之

间形成六个点接触约束，约束矩阵

犠０＝

－
１

２

１

２
－
１

２
槡２
２

－
槡２
２

０

１

２
－
１

２
－
１

２
０ ０ ０

槡２
２

槡２
２

槡２
２

槡２
２

槡２
２

１

０ ０ ０
槡２
２

槡２
２

０

０ ０ ０ ０ ０ －１

０ ０ ０ －
槡２
２

槡２
２

熿

燀

燄

燅
０

根据式（７），可得

犇＝０

机构在自然状态下自由度为零，运动被完全

约束，具有确定位姿。

在单输入下，不妨设犎１犛１犈１ 为输入运动链，

约束矩阵

犠０＝

－
１

２

１

２
－
１

２
槡２
２

－
槡２
２

１

２
－
１

２
－
１

２
０ ０

槡２
２

槡２
２

槡２
２

槡２
２

槡２
２

０ ０ ０
槡２
２

槡２
２

０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ －
槡２
２

槡２

熿

燀

燄

燅２

，

根据式（７），机构自由度矩阵

犇＝［０，１，０，０，０，０］Ｔ．

在单输入下，机构具有１个转动自由度，自由

度数等于输入数，具有确定运动。

在双输入下，机构约束矩阵

犠０＝

－
１

２

１

２
－
槡２
２
０ ０ ０

１

２
－
１

２
－
槡２
２
０ ０ ０

－
１

２
－
１

２
槡２
２

０ ０ ０

１ ０ ０ ０ ０ －

熿

燀

燄

燅１

．

根据式（７），机构自由度矩阵

犇＝
１ ０ ０ ０ ０ ０［ ］
０ １ ０ ０ ０ ０

Ｔ

．

机构在双输入下具有２个转动自由度。自由

度数等于输入数，具有确定运动。

３．３　调姿原理

设狊０ 为机构终端初始姿态法向矢量

狊０＝（ｃｏｓα０，ｃｏｓβ０，ｃｏｓγ０）
Ｔ

其中：ｃｏｓα０，ｃｏｓβ０ 和ｃｏｓγ０ 为矢量狊０ 的方向余

弦。

设狊２ 表示输出终端期望姿态法向矢量

狊２＝（ｃｏｓα２，ｃｏｓβ２，ｃｏｓγ２）
Ｔ

其中：ｃｏｓα２，ｃｏｓβ２ 和ｃｏｓγ２ 为犛２ 的方向余弦。

在单输入下，设输出终端通过连续转动τ１ 和

τ２ 运动到期望姿态，如图７所示。
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图７　方向矢量变换

Ｆｉｇ．７　Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆａｄｉｒｅｃｔｉｏｎｖｅｃｔｏｒ

设中间矢量狊１

狊１＝（犪，犫，犮）
Ｔ

设狓０ 和狔０ 表示沿犡轴和犢 轴的单位向量，则

狔
Ｔ
０狊０＝狔

Ｔ
０狊１

狓Ｔ０狊２＝狓
Ｔ
０狊１

犪＝ｃｏｓα２

犫＝ｃｏｓβ０

犮＝± １－犪２－犫槡
２＝± ｓｉｎβ

２
０－ｃｏｓα槡

２
２ ．

设矢量狌１ 和狏１ 是垂直于犢 轴平面上的投影，有：

狌１＝狊０－狔
Ｔ
０狊０狔０＝（ｃｏｓα０，０，ｃｏｓγ０）

Ｔ

狏１＝狊１－狔
Ｔ
０狊０狔０＝（犪，０，犮）

Ｔ

转角

τ１＝ａｒｃｔａｎ
狔
Ｔ
０（狌１×狏１）

狌１·狏１
＝ａｒｃｔａｎ

犪ｃｏｓγ０－犮ｃｏｓα０
犪ｃｏｓα０＋犮ｃｏｓγ

，

（８）

设矢量狌２ 和狏２ 是垂直于犡轴平面上的投影，有：

狌２＝狊１－狓
Ｔ
０狊１狓０＝（０，犫，犮）

Ｔ

狏２＝狊２－狓
Ｔ
０狊２狓０＝（０，ｃｏｓβ２，ｃｏｓγ２）

Ｔ

转角

τ２＝ａｒｃｔａｎ
狓Ｔ０（狌２×狏２）

狌２·狏２
＝ａｒｃｔａｎ

犫ｃｏｓγ２－犮ｃｏｓ犫２
犫ｃｏｓβ２＋犮ｃｏｓγ２

．

（９）

式（８）和（９）表明角位移机构在单输入下的调

姿原理。

在双输入下，角位移机构的自由度空间如图

所８示。

设ω∈犚
３ 表示物体转动轴线的单位方向矢

量，采用坐标分量的形式可表示为

ω＝（ω狓，ω狔，ω狕）
Ｔ．

物体绕轴线转动角度φ，位姿表示为
［１４］

犚（ω，φ）＝ｅｘｐ（^ωφ）＝犐＋^ωｓｉｎφ＋^ω
２（１－ｃｏｓφ）

其中：犐表示３阶单位矩阵；^ω 表示反对称矩阵，

图８　双输入下机构自由度模式

Ｆｉｇ．８　Ｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍｐａｔｔｅｒｎｕｎｄｅｒｄｏｕｂｌｅｉｎｐｕｔｓ

即［１３］

ω^＝

０ －ω狕 ω狔

ω狕 ０ －ω狓

－ω狔 ω狓

熿

燀

燄

燅０

．

在每一瞬时该角位移机构的终端绕犡 轴和

犢轴联动，则沿犡轴和犢 轴的转动轴线可采用单

位方向向量犜０１和犜０２表示，即

犜０１＝（１，０，０）
Ｔ；犜０２＝（０，１，０）

Ｔ；

则

犜^０１＝

０ ０ ０

０ ０ －１

熿

燀

燄

燅０ １ ０

；^犜０２＝

０ ０ １

０ ０ ０

－

熿

燀

燄

燅１ ０ ０

．

根据Ｅｕｌｅｒ定理
［１４］，刚体的任意姿态均等价

于绕某一固定轴的等价转动，则

犚（θ１，θ２）＝ｅｘｐ（θ１^犜０１＋θ２^犜０２）

其中：θ１ 和θ２ 是方向向量犜０１和犜０２的角度坐标，

表示机构终端绕犡轴和犢 轴的转角。

在反向同步输入下θ１＝θ２＝θ，机构终端的姿

态可表示为

犚（θ１，θ２）＝ｅｘｐ（θ１^犜０１＋θ２^犜０２）＝ｅｘｐ（θ^犜狉１）．

其中：^犜狉１＝^犜０１＋^犜０２＝

０ ０ １

０ ０ －１

－

熿

燀

燄

燅１ １ ０

．

转动轴线的方向矢量

犜狉１＝（１，１，０）
Ｔ．

在同向同速输入下θ１＝－θ，θ２＝θ，机构终端

的姿态可表示为

犚（θ１，θ２）＝ｅｘｐ（θ１^犜０１＋θ２^犜０２）＝ｅｘｐ（θ^犜狉２）．

其中：^犜狉２＝^犜０２－^犜０１＝

０ ０ １

０ ０ １

－１ －

熿

燀

燄

燅１ ０

．
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转动轴线的方向矢量

犜狉２＝（－１，１，０）
Ｔ．

方向矢量犜狉１和犜狉２表明在等速联动输入下机

构在空间具有两个恒定的转动轴线。

在犜狉１犜狉２中，设机构终端初始姿态法向矢量

狊狋０，期望姿态法向矢量狊
狋
２，且

狊狋０＝（ｃｏｓα
狋
０，ｃｏｓβ

狋
０，ｃｏｓγ

狋
０）
Ｔ，

狊狋２＝（ｃｏｓα
狋
２，ｃｏｓβ

狋
２，ｃｏｓγ

狋
２）
Ｔ．

则

狊狋０＝ｅｘｐ －^狕０
π（ ）４ 狊０＝

槡２
２
（ｃｏｓα０＋ｃｏｓβ０）

－
槡２
２
（ｃｏｓα０－ｃｏｓβ０）

ｃｏｓγ

熿

燀

燄

燅０

，

狊狋２＝ｅｘｐ －^狕０
π（ ）４ 狊２＝

槡２
２
（ｃｏｓα２＋ｃｏｓβ２）

－
槡２
２
（ｃｏｓα２－ｃｏｓβ２）

ｃｏｓγ

熿

燀

燄

燅２

．

同理，可得中间矢量

狊狋１＝

犪狋１

犫狋１

犮狋

熿

燀

燄

燅１

＝

槡２
２
（ｃｏｓα２＋ｃｏｓβ２）

－
槡２
２
（ｃｏｓα０－ｃｏｓβ０）

犮狋

熿

燀

燄

燅１

．

其中：

犮狋１＝± １－（犪
狋
１）
２－（犫狋１）槡

２ ．

由式（８）和（９），可得在两个螺旋联动输入下

机构绕犜狉１和犜狉２的转角

τ
狋
１＝ａｒｃｔａｎ

犪狋１ｃｏｓγ
狋
０－犮

狋
１ｃｏｓα

狋
０

犪狋１ｃｏｓα
狋
０＋犮

狋
１ｃｏｓγ

狋
０

，

τ
狋
２＝ａｒｃｔａｎ

犫狋１ｃｏｓγ
狋
２－犮

狋
１ｃｏｓβ

狋
２

犫狋１ｃｏｓβ
狋
２＋犮

狋
１ｃｏｓγ

狋
２

．

由此证明了机构在联动输入下的调姿原理。

３．４　灵敏度分析

设机构终端绕犡 轴转动。平面犆犛２犛３ 表示

了机构调姿过程的运动几何关系，犃犆犛２０犛３ 表示

机构的初始状态，如图９所示。

设狔是两球心犛２ 和犛３ 的初始定位距离，在

△犛２０犛２犛３ 中

ｄ犺＝狔ｓｅｃ
２
θ狓ｄθ狓． （１０）

设δ１ 为机构绕犡 轴转动时步进电机的输入

角度，蜗轮蜗杆传动的减速比为犻，则

图９　机构运动几何关系

Ｆｉｇ．９　 Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｇｅｏｍｅｔｒｙｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓｆｏｒｔｈｅ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

ｄ犺＝
狆
２π·犻

ｄδ１， （１１）

其中：犺是螺旋运动链的长度；狆是螺旋副的螺

距。

根据式（１０）和（１１），得到机构绕犡 轴的转

动灵敏度

ｄθ狓＝
狆ｃｏｓ

２
θ狓

２π狔犻
ｄδ１． （１２）

设δ２ 为机构绕犢 轴转动时步进电机的输入

角度，狓是两球心犛１ 和犛３ 的初始定位距离，则机

构绕犢 轴的转动灵敏度

ｄθ狔＝
狆ｃｏｓ

２
θ狔

２π狓犻
ｄδ２． （１３）

该机构选用步距角为α＝１．８°的步进电机作

为驱动元件，则

ｄδ１＝ｄδ２＝
απ
１８０
＝
π
１００
ｒａｄ．

蜗轮蜗杆传动的减速比犻＝４０，丝杠螺距狆＝

２ｍｍ，初始定位距离狓＝狔＝３００ｍｍ，可得该角

位移机构灵敏度

ｄθ狓＝
狆ｃｏｓ

２
θ狓

２π狔犻
ｄδ１≤

狆
２π狔犻

ｄδ１＝０．８３μｒａｄ

ｄθ狔＝
狆ｃｏｓ

２
θ狔

２π狓犻
ｄδ２≤

狆
２π狓犻

ｄδ２＝０．８３μ

烅

烄

烆
ｒａｄ

．

　　机构灵敏度分析表明了机构灵敏度与机构几

何参数及运动学尺寸之间的关系，为机构的几何

精度设计提供了理论依据。

４　结　论

　　本文从机构约束模式与自由度角度研究了角

位移机构的设计问题。传统基于“三点确定一个

平面”设计的角位移机构不属于运动学确定结构，
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主要表现为自然状态下的欠约束和输入状态下的

欠确定运动问题，这对机构的稳定性、工作及控制

均会带来不确定因素。在实际工作中，这些问题

有时表现并不明显，这主要是由于脚螺旋与底面

之间的摩擦力较大，这些摩擦力进一步限制了机

构的运动，但当接触处较为光滑或承载设备质量

较小时，这种运动不确定性表现明显，由此导致机

构出现不期望的运动而干扰正常工作。

调平可以看成是角位移机构的一种特殊工作

状态。从几何上讲，不共线三点确定一个平面，但

这并不意味着调平机构需要采用三个脚螺旋。

“三点确定一个平面”仅是一个几何概念，它与“物

体的调平”是不同的两个问题。从运动学的角度，

调平是对物体两个转动自由度的调整。基于此原

理，设计了精确约束二自由度微动角位移机构。

该精确约束角位移机构在自然状态下采用六

点约束，位姿确定；在单输入和双输入作用下，具

有确定运动，由此解决了三点约束设计角位移机

构的欠约束和欠确定运动问题，具有稳定性高、位

姿和运动确定的特点，可用于精密工程领域涉及

两个自由度的姿态调整场合。从结构上，该角位

移机构仅采用有两个脚螺旋，减少了驱动电机的

数目，简化了结构及控制。另一方面，机构的正交

结构对零件的加工精度要求较高，对机构的装调

也提出了更高的要求。分析计算表明：该角位移

机构灵敏度优于０．８３μｒａｄ，未来将从机电系统角

度开展机构的精度检测、调姿策略等研究工作，进

一步推进该机构的理论研究及工程应用。
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